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Aufgabe 1:

a)

~d =

∫

d3x~xρ(~x)

ρ(~x) 7→ ρ(~x − ~a)

~d′ =

∫

d3r~xρ(~x − ~a) ; ~y := ~x − ~a

=

∫

d3y(~y + ~a)ρ(~y) =

∫

d3y ~yρ(~y)

︸ ︷︷ ︸

=~d

+~a

∫

d3y ρ(~y)

︸ ︷︷ ︸

=Q=0

b)

~R+ =
1

Q+

∫

d3x ~xρ(~x)

~d =

∫

d3x ~xρ(~x) =

∫

d3x ~x(ρ+ + ρ−) = ~R+Q+ + ~R−Q−

c)

~d = −e
−l

2
+ e

l

2
= el = . . . = 6.1 · 10−18esu · cm (l = 1.28Å , e = 4.8 · 10−10esu)

Q+ = 18e = −Q−

⇒ |~d| = 18e|~R+ − ~R−|

~R± =
1

Q±

∫

d3x ~xρ±(~x) ;
ρ+(~x) = eδ(~x) + 17eδ(~x −~l)

ρ−(~x) = −18eδ(~x −~l)

~R+ =
1

Q+

∫

d3x (eδ(~x) + 17eδ(~x −~l)) =
17

18
~l

~R− = ~l

~d = el

d) Fallunterscheidung danach noch
⇒ d = 18e(R+ − R−)

R− > R+ : R− =
d + Q+R+

Q+
=

1.03 · 10−18esu · cm + 18 · 4.8 · 10−10 · 1.209 · 10−8esu · cm
18 · 4.8 · 10−10esu

= 1.22Å

∆− = 0.06Å

Aufgabe 2:

∆Φ = 0

(∆r + ∆ϑ,ϕR(r)Ylm(ϑ,ϕ) = 0

∆ϑ,ϕYlm(ϑ,ϕ) = cYlm(ϑ,ϕ)

Φ(x) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π

(2l + 1)
qlm

Ylm(ϑ,ϕ)

rl+1

qlm =

∫

Y ∗
lm(ϑ′, ϕ′)r ′ lρ(~x′)d3x′



Übung 5
Johannes Reinhard

2/ 3 Notizen

a)

qlm ∼
∫

d3x rlρ(~x)Y ∗
lm(ϑ,ϕ)

es sei qlm = 0 für alle l < L bzw. qlm 6= 0 zu zeigen: q ′lm = qlm Unter Vorbehalt:

q ′lm ∼
∫

d3x |~x − ~a|L
︸ ︷︷ ︸

|x|L+c1|x|L−1+...+c0

ρ(~x)Y ∗
Lm(ϑ′, ϕ′)

b) (i)
ρ = ρ(r, ϑ)

Qlm

∫

r2dr

∫

dϑ sinϑ

∫

dϕ rlρ(r, ϑ, ϕ)Y ∗
lm(ϑ,ϕ)

Qlm ∝
∫

dϕ Ylm(ϑ,ϕ) ∝
∫ 2π

0
dϕ eimϕ ∝ δm,0

Qlm = δm,0Ql0

(ii)
ρ = ρ(‖~r‖)

Qlm ∝
∫

dΩ Ylm(ϑ,ϕ) =
√

4π

∫

dΩ Y ∗
00(ϑ,ϕ)Y(ϑ,ϕ) ∝ δl,0δm,0

(iii) ähnlich a)
eimϕ = e−imϕ

Aufgabe 3:

a)
Φ = Φ1 + Φ2 + Φ3

Φ1,2(~x) =
−q

r1,2
, r2

1,2 = x2 + y2 + (z ± a)2

Φ3(~x) =
2q

r

b) Der Monopol verschwindet, weil die Gesamtladung 0 ist.

Q = 0 = 2q − q − q

Der Dipol verschwindet, weil die beiden Dipole Φ1 ↔ Φ3, Φ2 ↔ Φ3 sich gegenseitig aufheben
(Dipolpotential ist linear in ~d).

~d = 0

Der Quadrupol ist:

Qij =

∫

d3x ρ(~x)
(
3xixj − r2δij

)

Q =

∫

d3x ρ(~x)(3~x ⊗ ~x − r2
E) , (~x ⊗ ~x)ij = xixj

∑

Qii = 0 = SpurQ , Qij = Qji , Qt = Q

Qij = 0 , i 6= j
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Das folgt mit ρ ∝ δ(x)δ(y) und δ(x) = 0 für alle Komponenten, in denen x vorkommt (analog für
y). Desweiteren Q11 = Q22, weil x und y gleichwertig sind.

Q33 + Q11 + Q22 = 0

⇒ Q33 = −2Q11

ρ(~x) = qδ(x1)δ(x2) [2δ(x3) − δ(x3 − a) − δ(x3 + a)]

Q11 =

∫

d3x ρ(~x)
(
3(x1)2 − r2

)
= 2qa2

Q = 2qa2





1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 = Q

c)

Φ(~x) ≈ 1

2

∑

i,j

Qijx
ixj

r5
=

qa2

r5

(
x2

1 + x2
2 − 2x2

3

)
+ O

(
1

r4

)

~E = −~∇Φ

d) i)
Qlm ∝ δm,0 , Qlm = δl,0Ql,0

ρ(~x) = − q

r2
δ(ϕ) [δ(r − a)δ(cos ϑ − 1) + δ(r − a)δ(cos ϑ + 1) − 2δ(r)δ(cos ϑ)]

Qlm =

√

4π

2l + 1

∫ r

0
r2 dr

∫ 1

−1
d cos ϑ rl

∫ 2π

0
dϕ rlρ(~x)Ylm(ϑ,ϕ)

= . . . = −qalδm0

(

1 + (−1)l − 2δl0

)

Q00 = 0 , Q10 = 0 , Q20 = 2qa2

e)

Φ =

∞∑

l=0

Ql0
1

rl+1
Pl(cos ϑ) = −2q

r

∞∑

n−1

(a

r

)2n

P2n(cos ϑ) ≈= −2qa2

r3
P2(cos ϑ) + . . .

~E = −~∇Φ

f)

Φexakt = − q

r1
− q

r2
+

2q

r
= q

[
2

r
− 1√

r2 + a2 + 2ar
− 1√

r2 + a2 − 2ar

]

, ϑ = 0

ΦQu =
2a2q

r3

ΦQu = 0.99Φexakt

0.99
!
=

ΦQu

Φexakt
= 1 − a2

r2
+ O

(∣
∣
∣
a

r

∣
∣
∣

4
)

⇒ r ≈ 10a , (r = 0.81a)


